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�:r�7Hë�H\�"f��H��Ä»/BG���çß�_��§	�/BG���s�°ú���H0A�©� ½̈�̧\�¦ì�r$3����H~½ÓZO��̀¦]jr�� 9, ¢̧ô�Çs�\�¦s�6 x�#�
�§	�/BG����̀¦ ò́Ö�¦&h�s��¦îß�&ñ
&h�Ü¼�Ð>�íß����H·ú��¦o�7£§�̀¦]jîß�ô�Ç��.��Ä»/BG���çß�_��§	�/BG���>�íß��Ér�&³F���
t�èß�ë�H]j�Ð·ú��94Re��Ü¼ 9,Õª�Qô�Ç���©�	�H"é¶���×�æ_�����Ð"f�§	�/BG���_�0A�©� ½̈�̧\�¦ì�r$3��l�#Q§>�����H
&h��̀¦[þtÃºe����.�:r�7Hë�H\�"f��H{9�§4�Ü¼�ÐÅÒ#Qt���H��Ä»/BG���×�æ_������B�>h���Ãº/BG��� F (u, v)s�����H��
&ñ
�\�6£§�<ÊÃº/BG��� g(x, y, z) = 0õ�_��§	�/BG���,Õªo��¦ ¢̧ ���ÉrB�>h���Ãº/BG��� G(s, t)ü<_��§	�/BG���>�íß�
~½ÓZO��̀¦ ]jr�ô�Ç��.�§	�/BG����Ér uv-î̈
��� �©�_� î̈
��� /BG���Ü¼�Ð �¦�9÷& 9,s� î̈
���/BG���\�"f u-~½Ó�¾Ó\� @/ô�Ç �FG&h�
(critical point)̀�¦���$�>�íß�ô�Ç+'s�\�¦s�6 x�#�0A�©�½̈�̧\�¦ì�r$3�ô�Ç��. ¢̧ô�Ç,ì�r$3��)a0A�©�½̈�̧\�¦l�ìøÍÜ¼�Ð���
�̂ �§	�/BG����̀¦ÆÒ&h�(tracing)���H·ú��¦o�7£§�̀¦]jr�ô�Ç��.

Keyword:/BG���çß�_��§	�/BG���,��Ä»/BG���,B�>h���Ãº/BG���,6£§�<ÊÃº/BG���.

1. "�Òeµ

l��x9�/BG��� �̧4Sqa�A, CAD/CAM6£x6 xáÔ�ÐÕªÏþ�1px\�"f/BG���
çß�_� �§	�/BG����Ér Ô�¦o���� ���íß� (Boolean operation)̀�¦ Ãº'���
l� 0AK� ìøÍ×¼r� ¹ô�Çכ��9 ���íß�s���. Õª�Q��, �§	�/BG���_� �̧��H
½̈$í
¦�\¹�èכ ò́Ö�¦&h�Ü¼�Ð µ1Ï|
���¦ ÆÒØ�¦���H ��Ér	כ K�����l�

\� B�Äº #Q�9î�r ë�H]j�Ð ·ú��94R e����. 1970̧��@/ÂÒ'� /BG��� çß�
_��§	�/BG���>�íß��̀¦0Aô�Ç#��Q��t�~½ÓZO�[þts�]jîß�÷&%3�t�ëß�,
�&³F���t���6 x��_� �̧¹¡§\O�s�e��_�_���Ä»/BG���\�@/K�&ñ
SX�

��¦îß�&ñ
&h�Ü¼�Ð���Érr�çß�îß�\��§	�/BG����̀¦>�íß�½+ÉÃºe����H

~½ÓZO��Ér��_�\O��� [7, 9, 11].�§	�/BG���_�>�íß�s�#Q�9î�rs�Ä»
×�æ_������H�§	�/BG���\��>rF����H loops��� singular curveü<
°ú �Ér�������)a ½̈$í
¹�èכ (connected component)_�&ñ
SX�ô�ÇÌ�	Ãº
\�¦>�íß��l���#Q§>��¦, ¢̧ô�Ç ½̈$í
����¹�è[þts�C�u��)a0A�©�&hכ
½̈�̧ (topological structure)\�¦ì�r$3��l���#Q§>�l�M:ë�Hs���.
{9�ìøÍ&h������Ä»/BG���çß�_��§	�/BG���>�íß�~½ÓZO��Érß¼>���6£§

_� 4��t��Ðì�rÀÓ�)a�� [9].

• Analytic method

• Lattice evaluation method

• Marching method

• Subdivision method

Analytic method��H ÅÒ#Q��� ��Ä»/BG��� ×�æ_� ô�Ç >h\�¦ 6£§�<ÊÃº
/BG���Ü¼�Ð³ð�&³ô�Ç+',B�>h���Ãº/BG���_�Ãºd���̀¦6£§�<ÊÃº/BG���_�
d��\�@/{9��#��§	�/BG����̀¦ algebraic equationÜ¼�Ð³ð�&³ô�Ç��.
s�~½ÓZO��Ér���õ��Ð���̧��H�§	�/BG���_�Ãºd��s�	�Ãº��Z�}�¦Ãº

d��Ü¼�ÐÂÒ'� �§	�/BG���_� 0A�©� ½̈�̧\�¦ ì�r$3��l��� jËµ[þt#Q"f

z�́6 x&h�s�t�3lw���.
Lattice evaluation method��H {9�§4��)a /BG��� ×�æ_� ���\�¦ iso-

parametric curve_� |9�½+ËÜ¼�Ð ³ð�&³�#� /BG���õ� �©�@/ /BG���_�
�§	�&h�[þt�̀¦ >�íß��<ÊÜ¼�Ð+� ����̂ �§	�/BG����̀¦ ½̈���H ~½ÓZO�s�

��.s�~½ÓZO�Ü¼�Ð��H singular point������Ér closed loop̀�¦µ1Ï|
��
l�#Q§>��¦,�§&h�[þt�̀¦&ñ
SX��>� integration�l���#Q§>���.

Marching method��H�§	�/BG����©�_�ô�Ç&h�s�r����&h�Ü¼�ÐÅÒ
#Q|9�M:Õª&h�Ü¼�ÐÂÒ'��§	�/BG����̀¦�������'��K��������"f���

�̂�§	�/BG����̀¦>�íß����H~½ÓZO�s���.s��â
Äº��H�§	�/BG����̀¦ ½̈
$í
���H y��y��_� �������)a ½̈$í
¹�èכ (connected component)[þt\�
@/K� r����&h��̀¦ ]j/BN�#��� � 9, singular point_� 0Au��̧ p�
o�ÅÒ#Q4R��ô�Ç����H]j���s�e����.

Subdivision method��H ÅÒ#Q��� /BG���[þt�̀¦ ��_� î̈
���\� ����
0>|9�M:��t����>�ì�r½+É�#�ì�r½+É�)a patch[þtçß�_��§����̀¦ ½̈ô�Ç
+', s�[þt�̀¦ integration�#� /BG��� çß�_� �§	�/BG����̀¦ >�íß�ô�Ç��.



Subdivision method��H r����&h�s� ¹כ��9 \O�����H �©�&h��̀¦ ��t�t�
ëß�,�§	�/BG����̀¦&ñ
SX��>�½̈�l�0AK�"f��H/BG���[þts�B�Äº���
�Ér ß¼l��� |̈c M:��t� ì�r½+ÉK��� �Ù¼�Ð r�çß�s� ú́§s� ���o��¦,
�§	�/BG����̀¦0A�©� ½̈�̧\� ú́�>� integration�l���#Q§>�����Héß�
&h�s�e����.

0A_� ~½ÓZO�[þt ×�æ\�"f marching methodü< subdivision
method��H �&³F���t� ���©� ú́§s� ��6 x÷&�¦ e��Ü¼��, y�� ~½ÓZO�_�
ë�H]j&h��Ér��f���̧ K����s�÷&t�·ú§�Ér�©�I�s���.s�¿º��t�~½Ó
ZO��̀¦���½+Ë�#� hybrid method\�¦��6 x�l��̧ô�Ç��.

Manocha and Canny [8]��H/BG���çß�_��§	�/BG����̀¦>�íß��l�
0Aô�Ç ~½ÓZO��̀¦ ¿º ��t��Ð ]jr��%i���. 'Í	���P: ~½ÓZO��Ér ÅÒ#Q���
¿º B�>h���Ãº /BG���\� @/K� ô�Ç >h_� /BG����̀¦ 6£§�<ÊÃº /BG���Ü¼�Ð

���8̈�ô�Ç+'6£§�<ÊÃº/BG���õ�B�>h���Ãº/BG���_��§	�/BG����̀¦$�	�

"é¶ (lower dimension)_�6£§�<ÊÃº/BG���Ü¼�ÐÄ»�̧���H�s���.¿º	כ
���P:~½ÓZO��Ér¿ºB�>h���Ãº/BG���[þt_� �̧��HB�>h���Ãº\�¦Ä»t��

���"f�¦	�"é¶ (higher dimension)\�"f�§	�/BG���_�d���̀¦ ½̈���H
�.���s	כ �ª�Aá¤ ~½ÓZO� �̧¿º\� @/K� �§	�/BG���_� �FG&h��̀¦ ½̈�#�
½̈$í
�_¹�è[þtכ r����&h�õ� singularity\�¦ >�íß����H ~½ÓZO��̀¦ ]jr�
�%i���HX<,s�ë�H]j\�¦Ãº�<Æ&h�������wn�~½Ó&ñ
d��Ü¼�Ð&ñ
_��%i�Ü¼
��z�́]j�Ð���wn�~½Ó&ñ
d��_�K�\�¦ ½̈½+ÉÃºe����Hz�́6 x&h����~½ÓZO��Ér

]jr�÷&t�·ú§��¤��.

Seong1px [14]�Ér swept surfaceü<��Ä»/BG���çß�_��§	�/BG����̀¦
>�íß����H~½ÓZO��̀¦]jîß��%i���. Swept surface��H cross-sectional
curve_� |9�½+ËÜ¼�Ð 2[/åL÷& 9, y�� cross-sectional curveü< ��Ä»
/BG���çß�_��§&h��̀¦>�íß��<ÊÜ¼�Ð+��§	�/BG����̀¦>�íß��%i���.�§
	�/BG���>�íß��̀¦0AK�¿º��t�~½ÓZO�s�]jr�÷&%3���HX<,Õª×�æô�Ç
~½ÓZO��Ér �§	�/BG���_� �FG&h� (critical point)\�¦ ���$� >�íß��#� �§
	�/BG���_�0A�©� ½̈�̧\�¦ì�r$3����H~½ÓZO�s���.¿º���P:~½ÓZO��Ér�§
	�/BG��� >�íß� ë�H]j\�¦ B�>h���Ãº /BNçß�\�"f &ñ
_��)a ~½Ó&ñ
d��[þt_�

zero-set̀�¦µ1Ï|
����Hë�H]j�Ð���+þA�#�K�\�¦ ½̈���H~½ÓZO�s���.

�:r�7Hë�H\�"f��H Seong1px [14]s�]jr�ô�Ç~½ÓZO��̀¦��Ä»/BG���çß�
_��§	�/BG���>�íß�ë�H]j�ÐSX��©�r�&�&h�6 xô�Ç��. ¢̧ô�Ç, Manocha
and Canny [8]��Ä»�̧ô�ÇÃºd���̀¦s�6 x�#��§	�/BG��� ½̈$í
¹�èכ
[þt_�r����&h�õ� singular point[þt�̀¦ ½̈ô�ÇÊê,s�&ñ
�Ð\�¦���½ÓÜ¼
�Ð����̂ �§	�/BG���_�0A�©�½̈�̧\�¦l���<Æ&h�Ü¼�Ðì�r$3�ô�Ç��.

�:r �7Hë�H\�"f��H {9�§4�Ü¼�Ð ÅÒ#Qt���H ��Ä»/BG��� ×�æ_� ���

�� B�>h���Ãº /BG��� F (u, v) s�����H ��&ñ
 �\� 6£§�<ÊÃº /BG���
g(x, y, z) = 0 õ�_� �§	�/BG���, Õªo��¦ ¢̧ ���Ér B�>h���Ãº /BG
��� G(s, t)ü<_��§	�/BG����̀¦>�íß����H~½ÓZO��̀¦]jr�ô�Ç��.�§	�
/BG����Ér uv-î̈
��� �©�\�"f î̈
��� /BG���Ü¼�Ð �¦�9÷& 9,s� î̈
���/BG
���\�"f u-~½Ó�¾Ó\� @/ô�Ç �FG&h� (critical point)̀�¦ ���$� >�íß�ô�Ç +'
s�\�¦s�6 x�#�0A�©�½̈�̧\�¦ì�r$3�ô�Ç��.

0A�©� ½̈�̧\�¦ ì�r$3��<ÊÜ¼�Ð+� �§	�/BG���\� �>rF����H �̧��H ���

����)a ½̈$í
>¹�èüכ singularity\�¦µ1Ï|
���¦y�� ½̈$í
�¹�è\�¦ÆÒ&hכ
�l� 0Aô�Ç r����&h��̀¦ ½̈½+É Ãº e����. y��y��_� r����&h�Ü¼�ÐÂÒ'�
numerical curve tracing technique [1, 2, 5]�̀¦&h�6 x�#��������)a
½̈$í
.��¹�è\�¦ÆÒØ�¦ô�Çכ

�:r�7Hë�H_� ½̈$í
�Ér��6£§õ�°ú ��. 2]X�\�"f��H�§	�/BG���_�0A
�©� ½̈�̧ì�r$3��̀¦0A.��¹ô�Ç���íß��̀¦�è>hô�Çכ��#��9 3]X�\�"f��H
2]X�\�"f >�íß�ô�Ç ���õ�\�¦ s�6 x�#� �§	�/BG���_� 0A�©� ½̈�̧\�¦
ì�r$3����H ~½ÓZO��̀¦ ]jr�ô�Ç��. 4]X�\�"f��H �§	�/BG���_� ÆÒ&h� ~½Ó
ZO��̀¦ ]jr�ô�Ç��. 5]X�\�"f��H ]jr��)a ·ú��¦o�7£§�̀¦ ��6 x�#� ��
Ä»/BG���çß�_��§	�/BG����̀¦>�íß�ô�Ç\V\�¦�Ð�����. 6]X�\�"f��H���
�:r�̀¦?/�2;��.

2. <n>�+�D(�×Ä©�¿&P��7�£�·�Dø5�¥o¤�כ��	̈¬
ñ5Ñ

/BG��� F (u, v)ü<���Ér/BG���G��ÅÒ#Q|9�M:,�§	�/BG��� F (u, v)∩
G_�0A�©� ½̈�̧\�¦ì�r$3��l�0A�#���6£§_�¿º��t����íß�s���
6 x�)a��.

• u-~½Ó�¾Ó\�@/ô�Ç�§	�/BG���_��FG&h�>�íß�

• �©�Ãº u0\� @/K�"f, iso-parametric curveF (u0, v)ü< ���Ér
/BG���çß�_��§&h�>�íß�

s�]X�\�"f��H0A_�¿º��t����íß��̀¦Ãº'���l�0A¹ô�Çכ��#��9

���wn�~½Ó&ñ
d���̀¦ ½̈$í
��¦,���wn�~½Ó&ñ
d��_�K�\�¦ ½̈�l�0Aô�Ç~½Ó
ZO��̀¦]jr�ô�Ç��.

2.1 £�̧Áþ�ÊÁכ��¢�>ø�9�5�£o>ÊÁכ��¢�>ë5Ñ�+ <n¤�כ��	̈¬

ÅÒ#Q��� ��Ä»/BG���[þts� B�>h���Ãº /BG��� F (u, v) = (x(u, v),
y(u, v), z(u, v)) ü< 6£§�<ÊÃº /BG��� g(x, y, z) = 0s��� ���. ¿º
/BG���[þtçß�_��§	�/BG����Ér��6£§_�d��õ�°ú ��.

g(F (u, v)) = g(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) = 0. (1)

0A_�d���Ér u, v-B�>h���Ãº î̈
���0A_�/BG����̀¦�����·p��.
d�� (1)_�/BG���\�@/K� u-~½Ó�¾Ó\�@/ô�Ç�FG&h��Ér��6£§_����wn�~½Ó

&ñ
d��_�K�\�¦ ½̈�<ÊÜ¼�Ð+�>�íß�½+ÉÃºe����.

g(F (u, v)) = 0, (2)

gu(F (u, v)) = 0. (3)

/BG��� F (u, v)_� iso-parametric curveF (u0, v)ü<G_��§&h��Ér
��6£§d��_�K�\�¦ ½̈�<ÊÜ¼�Ð+�>�íß��)a��.

g(F (u0, v)) = 0. (4)

2.2 ÆÁ9�5�£o>ÊÁכ��¢�>ë5Ñ�+ <n¤�כ��	̈¬

¿º>h_�B�>h���Ãº/BG��� F (u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))ü<
G(s, t) = (x(s, t), y(s, t), z(s, t))�� ÅÒ#Q|9� M:, s�[þt çß�_� �§
	�/BG����Ér��6£§_�d��õ�°ú ��.

F (u, v)−G(s, t) = 0. (5)

#�l�\�"f 0 = (0, 0, 0)s���.
d�� (5)��H F (u, v)ü< G(s, t)_� �§	�/BG����̀¦ W1 >h_� B�>h���

Ãº u, v, s, t\�¦ °ú���H 6£§�<ÊÃº /BG��� [j >h_� �§	����Ü¼�Ð"f ³ð
�&³ô�Ç��. F (u, v)ü< G(s, t) çß�_� �§	� /BG����Ér uv-B�>h���Ãº î̈

��� ¢̧��H st-B�>h���Ãº î̈
��� �©�\�"f_� î̈
��� /BG���\� @/6£xô�Ç��.
d�� (5)������?/��H�§	�/BG����ÉrB�>h���Ãº s, t\�¦�è���<ÊÜ¼�Ð+�
uv-î̈
����©�_�6£§�<ÊÃº/BG���,7£¤ f(u, v) = 0,Ü¼�Ð³ð�&³½+ÉÃº�̧
e����. Õª�Q��, s�M: /BG���_� 	�Ãº�� Z�}��t���H 1px_� ë�H]j&h�s�
µ1ÏÒqtô�Ç��.����"f,�:r�7Hë�H\�"f��H f(u, v) = 0+þAI�_�/BG����̀¦
Ä»�̧�t�·ú§�¦,s�/BG���s� uv-î̈
����©�\�"f°ú���H0A�©� ½̈�̧ëß�
�̀¦ì�r$3���9ô�Ç��.
�§	�/BG����̀¦ uv-î̈
����©�\�"f³ð�&³½+É�â
Äº�§	�/BG���_� u-~½Ó

�¾Ó\� @/ô�Ç �FG&h��Ér /BG��� F (u, v)_� iso-parametric/BG���[þt, 7£¤
�©�Ãº u0\� @/�#� /BG��� F (u0, v)�� /BG��� G(s, t)\� ]X����H &h�



[þt\� @/6£xô�Ç��./BG��� F (u0, v)�� /BG��� G(s, t)ü< ]X��l� 0Aô�Ç

�¹Ø�æìכ��9r�̧|	��Ér/BG���_� tangent vector
∂F (u0, v)

∂v
�� G(s, t)_�

]X�î̈
���\��í�<Ê÷&��H�¤��̀¦ëß�7á	s� 9,s��̧|	כ���H&h�[þt�Ér��6£§
d��_�K�\�¦ ½̈�<ÊÜ¼�Ð+�>�íß��)a��.

∂F (u, v)
∂v

· (∂G(s, t)
∂s

× ∂G(s, t)
∂t

) = 0, (6)

����"f,d�� (5)õ�d�� (6)�Ð ½̈$í
�)a���wn�~½Ó&ñ
d��_�K�\�¦ ½̈�<Ê
Ü¼�Ð+��§	�/BG���_� u-~½Ó�¾Ó_��FG&h�[þt�̀¦>�íß�½+ÉÃºe����.

F(u,v)_� iso-parametric curve��� F (u0, v)ü< �©�@/ /BG��� G_�
�§&h��Ér��6£§���wn�~½Ó&ñ
d��_�K��Ð ½̈K������.

F (u0, v)−G(s, t) = 0. (7)

#�l�\�"f 0 = (0, 0, 0)s���.

2.3 ¥o>���'�×Ça�ÐÏ��+B�ß��

�§	�/BG���_��FG&h�s���, iso-parametric curveü<���Ér/BG���çß�_�
�§&h��Ér n>h_����Ãº�Ð³ð�&³÷&��H n>h_�6£§�<ÊÃº�Ð���wn�~½Ó&ñ
d��
�̀¦ ½̈$í
ô�Ç +', ���wn�~½Ó&ñ
d��_� K�\�¦ ½̈�<ÊÜ¼�Ð+� >�íß�ô�Ç��. \V
\�¦[þt#Q,6£§�<ÊÃº/BG���õ�B�>h���Ãº/BG���_��§	�/BG���\�"f�FG&h�
�̀¦ >�íß��l� 0AK� d�� (2)ü< (3)Ü¼�Ð ½̈$í
�)a ���wn�~½Ó&ñ
d��_� K�
\�¦ >�íß���¦, ¿º B�>h���Ãº /BG��� çß�_� �§	�/BG���\�"f �FG&h��̀¦
½̈�l� 0AK� d�� (5)ü< (6)Ü¼�Ð ½̈$í
�)a ���wn�~½Ó&ñ
d��_� K�\�¦ >�
íß�ô�Ç��.

Manocha and Canny [8]��H q����+þA~½Ó&ñ
d��[þt�Ð ½̈$í
�)a ���
wn�~½Ó&ñ
d��_� K�\�¦ ½̈�l� 0Aô�Ç ~½ÓZO�Ü¼�Ð resultantü< Gröbner
base\�¦s�6 x���H~½ÓZO�õ� homotopy~½ÓZO�1pxs�e��t�ëß�s����~½Ó
ZO�[þt�Ér �§	�/BG���_� 	�Ãº�� Z�}�Ér �â
Äº &h�6 x�l��� jËµ[þt����H

&h��̀¦ t�&h��%i���. ����"f, Õª[þt�Ér interval arithmeticõ� con-
strained optimizatioǹ�¦ #î
'���#� Newton~½ÓZO��̀¦ ��6 x½+É �	כ
�̀¦ ]jîß��%i�Ü¼��,s� ~½ÓZO� ¢̧ô�Ç ���wn�~½Ó&ñ
d��_� �̧��H K�\�¦ ò́
Ö�¦&h�Ü¼�Ð&ñ
SX��>� ½̈½+ÉÃºe������H�Ð�©�s�\O���.

n>h_����Ãº\�¦°ú���H m>h_�q����+þA~½Ó&ñ
d��_�K�\�¦ ½̈���H
~½ÓZO��Ér Elber and Kim [6]õ� Patrikalakis and Maekawa [10]1px
\�_�K����½̈�)a��e��Ü¼ 9,�:r���½̈\�"f��H Elber and Kim [6]_�
~½ÓZO��̀¦ ��6 x�#� �§	�/BG���_� >�íß��̀¦ �&³z�́�o�%i���. Elber
and Kim�Ér Sederberg1px [12, 13]s� ]jr�ô�Ç surface bounding
coneõ� normal conel�ZO��̀¦s�6 x�#�6£§�<ÊÃº�Ð³ð�&³�)a hyper-
surface_� zero-set̀�¦ ò́Ö�¦&h�Ü¼�Ð>�íß��<ÊÜ¼�Ð+����wn�~½Ó&ñ
d��_�
K�\�¦ ½̈ô�Ç��. Barequet and Elber [3]��H þj��H tight�>� normal
conè�¦>�íß�½+ÉÃºe����H average case_�þj&h�·ú��¦o�7£§�̀¦]jr�
�%i���HX<,s�\�¦ s�6 x���� Elber and Kim·ú��¦o�7£§_� &ñ
SX�$í

õ� ò́Ö�¦$í
�̀¦�8¹¡¤>h���r�~�́Ãºe����.
d�� (5)ü< (6)Ü¼�Ð ½̈$í
�)a ���wn�~½Ó&ñ
d���Ér d�� (2)ü< (3)Ü¼�Ð
½̈$í
�)a ���wn�~½Ó&ñ
d��\� q�K� �8 ú́§�Ér >hÃº_� ���Ãºü< ~½Ó&ñ
d��

�̀¦ ��6 x�Ù¼�Ð, K�\�¦ ½̈�l��� �8 #Q§>���. ����"f, d�� (5)ü<
(6)Ü¼�Ð ½̈$í
�)a���wn�~½Ó&ñ
d��_�K�\�¦>�íß����H~½ÓZO��̀¦[O�"î
�
��� ��6£§õ� °ú ��. d�� (5)\� Elber and Kim_� ·ú��¦o�7£§�̀¦ &h�6 x
�#� solution set̀�¦ ½̈ô�Ç +', solution set\� 5Åq���H #3�0A ?/\�
"f d�� (6)_� K�\�¦ ½̈ô�Ç��. d�� (6)_� K���H /BG��� ∂F (u,v)

∂v \� @/

ô�Ç surface bounding coneC1õ� /BG���
∂G(s,t)

∂s × ∂G(s,t)
∂t _� sur-

face bounding coneC2\�¦ s�6 x�#� ½̈½+É Ãº e����. C2��H /BG���

G(s, t)\�@/ô�Ç normal cones����¦�̧½+ÉÃºe����.ëß����C2_�»¡¤

s� ls��¦ half-angles� θ�����,»¡¤s� ls��¦ half-angles� π/2−θ���
coneC3��H/BG���G(s, t)_� �̧��H tangent vector[þt�̀¦ cone_�ü@ÂÒ
\�¿º>��)a��. C1s� C3_�?/ÂÒ\�¢-a���y��í�<Ê|̈cM:��t�¿º/BG

����̀¦ subdivision�<ÊÜ¼�Ð+�d�� (6)_�K�\�¦ ½̈½+ÉÃºe����.

3. �n>�+�D(�×Ä©�¿&P��7¤�כ��	̈¬

s�]X�\�"f��H�FG&h�õ��FG&h�ÅÒ���_�t�%i�&h�����§	�/BG���_��©�I�

\�¦s�6 x�#�����̂ �§	�/BG���_�0A�©� ½̈�̧\�¦ì�r$3����H~½ÓZO��̀¦

�è>hô�Ç��.
��Ä»/BG��� F (u, v)ü<���Ér/BG���G_��§	�/BG���s� uv-î̈
����©�

_�/BG��� f(u, v) = 0s��¦,s�/BG���_� u~½Ó�¾Ó\�@/ô�Ç�FG&h�[þts�
pi = (ui, vi), 0 ≤ i < m,���¦��&ñ
����, F (pi) ∈ F (ui, v)s�
��. ¢̧ô�Ç,[O�"î
_� ¼#�_�\�¦ 0A�#� F (u, v)ü< G��H �â
>����s� \O�
��HÁºô�Ç@/_�/BG���s����¦��&ñ
ô�Ç��./BG���[þt\��â
>���e����H�â

Äº��H]jr�ô�Ç·ú��¦o�7£§�̀¦ �̧�FKÃº&ñ
�#�%�o�½+ÉÃºe����.
{9�ìøÍ$í
�̀¦ {9�t� ·ú§�¦ pi 6= pjs���� ui 6= uj���¦ ��&ñ
ô�Ç��.

ëß���� piü< pj , i 6= j,�� 1lx{9�ô�Ç F (ui, v) �©�\� e����H �â
Äº\���H
F (u, v)/BG����̀¦ F (pi)ü< F (pj)��s�,\V\�¦[þt��� iso-parametric
/BG��� F (u,

vi+vj

2 ),\�"fì�r½+É�#�0A_�$í
|9��̀¦ëß�7á¤r�~�́Ãºe��
��.
�FG&h� pi[þt�̀¦l�ï�rÜ¼�Ð F (ui, v)ÅÒ���_��§	�/BG���_��©�I�\�¦

ì�r$3�½+ÉÃºe����.���$�,s�Ö�©���H¿º>h_��FG&h���s�_�%ò
%i�\�
"f��H��6£§_�$í
|9�s�ëß�7á¤�)a��.

• ui < ui + ε < ui+1 − ε < ui+1s���½+ÉM:, F (ui + ε, v) ∩
G_��§&h�_�Ì�	Ãºü< F (ui+1 − ε, v)∩G_��§&h�_�Ì�	Ãº��H
°ú �� (ÕªaË> 1(a)).

F (ui + ε, v) ü< G_� �§&h�s� qi,j , 1 ≤ j ≤ k,�� ½+É M:
qi,j�� v °úכ\� _�K� �̧2£§	�í�HÜ¼�Ð &ñ
§>=÷&%3����¦ ��&ñ
���.
¢̧ô�Ç, F (ui−1 − ε, v) ∩ G_� �§&h�s� qi−1,j�� ½+É M: qi−1,j ,
1 ≤ j ≤ k,�� v °úכ\� _�K� �̧2£§	�í�HÜ¼�Ð &ñ
§>=÷&%3����¦ ��
&ñ
���.Õª�Q���,&ñ
§>=�)a 0Au��� °ú �Ér qi,jü< qi−1,j��H 1lx{9�ô�Ç

½̈$í
�����¹�è\�_�Kכ���)a��.
ô�Ç >h_� �FG&h� pi\�¦ ×�æd��Ü¼�Ð ���H ÅÒ���_� %ò
%i� ui − ε ≤

u ≤ ui + ε\�"f��H�FG&h�\�"f�§	�/BG���_� loops��èY>������
Dh�ÐÒqt$í
|̈cÃºe����. ¢̧ô�Ç�FG&h�s� isolated<�Ê�Ér singular curve
?/\��í�<Ê�)a singular point�� |̈cÃº�̧e����. F (ui− ε, v)∩G_�
�§&h�_�Ì�	Ãº\�¦ m−

i , F (ui, v) ∩ G_��§&h�_�Ì�	Ãº\�¦ m0
i ,Õªo�

�¦, F (ui + ε, v) ∩G_��§&h�_�Ì�	Ãº\�¦m+
i ���¦���.Õª�Q���,

mi
−, mi

0, mi
+ ��s�\���H ��6£§õ� °ú �Ér �'a>��� $í
wn�ô�Ç�� (Õª

aË> 1(b)–(c)).

• mi
− 6= mi

0 s��¦mi
0 6= mi

+s���.

s� $í
|9�\� ���� mi
−, mi

0, mi
+_� @/�è �'a>���H ��6£§õ� °ú 

s�ì�rÀÓ÷& 9s�ì�rÀÓ\������§	�/BG���_�0A�©� ½̈�̧\�¦>�íß�½+É

Ãºe����.

• Case 1:mi
− < mi

0

s� �â
Äº��H ui_� �FG&h�s� isolated singular point�� ÷&����
(ÕªaË> 2(a))Dh�Ðî�r loop_�r����&h�s��)a�� (ÕªaË> 2(b)).�â

Äº\����� singular point�Ð"f,Dh�Ðî�r singular curve_�r�
���&h�s� |̈cÃº�̧e���� (ÕªaË> 2(c)). F (ui − ε, v)�©�_��§&h�
[þt�̀¦ �̧2£§	�í�HÜ¼�Ð&ñ
§>=��¦,�FG&h��̀¦]jü@ô�Ç F (ui, v)�©�



ui ui + ε ui+1

u

v

ui+1 − εui − ε ui+1 + ε

(a)(b) (c)

ÕªaË> 1:�§	�/BG����FG&h�ÅÒ���_�$í
|9�.

_��§&h�[þt�̀¦ �̧2£§	�í�HÜ¼�Ð&ñ
§>=ô�Ç+'&ñ
§>=�)a0Au���°ú 

�Ér������z�o	כ��ô�Ç��.

• Case 2:mi
− > mi

0

�FG&h�s� loops��èY>�÷&��HÂÒì�r\�@/6£x����� (ÕªaË> 3(a)),
singular point\�@/6£xô�Ç�� (ÕªaË> 3(b)–(d)).mi

− −mi
0_�

Ì�	Ãºëß��pu �FG&h��̀¦ splitô�Ç +', F (ui − ε, v)�©�_� �§&h�[þtõ�
split�)a �FG&h�[þt�̀¦ �í�<Êô�Ç F (ui, v)�©�_� �§&h�[þt�̀¦ y��y�� v
ýa³ð°úכ\�_�K� �̧2£§	�í�HÜ¼�Ð&ñ
§>=��¦,°ú �Érí�H"f\�@/
6£x���H�§&h�[þtz�o�������ô�Ç��.

• Case 3:mi
0 < mi

+

Case 2\� @/g�A&h���� �â
Äºs� 9, �FG&h�s� Dh�Ðî�r loops� Òqt
$í
÷&��H ÂÒì�r\� @/6£x����� singular point\� @/6£xô�Ç��.
mi

+ −mi
0_�Ì�	Ãºëß��pu�FG&h��̀¦ splitô�Ç+' F (ui + ε, v)�©�

_��§&h�[þtõ� split�)a�FG&h�[þt�̀¦�í�<Êô�Ç F (ui, v)�©�_��§&h�
[þt�̀¦y��y�� v ýa³ð°úכ\�_�K� �̧2£§	�í�HÜ¼�Ð&ñ
§>=��¦,°ú 
�Érí�H"f\�@/6£x���H�§&h�[þtz�o�������ô�Ç��.

• Case 4:mi
0 > mi

+

Case 1\� @/g�A&h���� �â
Äºs���. F (ui, v)�©�_� �FG&h�s� iso-
lated singular point��÷&����l��>r_� loops�=åQ����H&h�s�
�)a��. F (ui − ε, v)�©�_� �§&h�[þt�̀¦ �̧2£§	�í�HÜ¼�Ð &ñ
§>=�
�¦�FG&h��̀¦]jü@ô�Ç F (ui, v)�©�_��§&h�[þt�̀¦ �̧2£§	�í�HÜ¼�Ð
&ñ
§>=ô�Ç+',°ú �Érí�H"f\�@/6£x���H�§&h�[þtz�o�������ô�Ç��.

4. �\�n>�+ÍÙ¤�כ��	̈¬

�§	�/BG���_�0A�©� ½̈�̧��ì�r$3��)aÊê\���H/BG��� F (u, v)\�¦y���FG
&h� pi\�¦×�æd��Ü¼�Ð���H iso-parametric curve[þt,7£¤, F (ui, v)ü<
F (ui ± ε, v),\�"fì�r½+Éô�Ç��.Õª�Q���,ì�r½+É�)ay�� patch\�"f�§
	�/BG���_� 0A�©� ½̈�̧\� ���� �§	�/BG����̀¦ ÆÒ&h�½+É Ãº e����.�§
	�/BG���ÆÒ&h��̀¦0Aô�Çr����&h��Érì�r½+Él�ï�rs��)a iso-parametric
curveü</BG��� G_��§&h�Ü¼�Ð&ñ
ô�Ç��.
6£§�<ÊÃº /BG���õ� B�>h���Ãº /BG���_� �§	�/BG����Ér d�� (1)Ü¼�Ð
³ð�&³÷&�¦, ¿º B�>h���Ãº /BG��� çß�_� �§	�/BG����Ér d�� (5)Ü¼�Ð

uiui − ε uiui − ε uiui − ε

(a) (b) (c)

ÕªaË> 2: mi
− < mi

0����â
Äº�§	�/BG���_�0A�©�½̈�̧.

uiui − ε uiui − ε

(a) (b)

uiui − ε uiui − ε

(c) (d)

ÕªaË> 3: mi
− > mi

0����â
Äº�§	�/BG���_�0A�©� ½̈�̧.



(a)

(b)

ÕªaË> 4:��Ä»/BG�����s�_��§	�/BG���

³ð�&³�)a��. ÅÒ#Q��� r����&h�\� @/ô�Ç �§	�/BG���_� ÆÒ&h��Ér Elber
1px [5]s�]jîß�ô�Ç marchingl�ZO��̀¦��6 x�%i���.

5. ��
��@UdV�

s����]X�\�"f��H]jr��)a·ú��¦o�7£§�̀¦��6 xK�"f¿º/BG���çß�_��§

	� /BG����̀¦ ½̈���H \V]j\�¦ �Ð�����. ÕªaË> 4\�"f��H ��Ä» /BG���
_� �§	� /BG���õ� �<Êa� s�[þt_� 0A�©� ½̈�̧\�¦ ì�r$3����HX< ��6 x

�)a �FG&h�[þt�̀¦ °ú s� �Ð%i���.ÕªaË> 4(a)\�"f��H �§	� /BG���s� 4>h
_� loopÜ¼�Ð ½̈$í
÷& 9,y��y��_� loop_�0A�©� ½̈�̧��H loop_�r�
���&h�õ� =åQ&h�\� _�K�"f ì�r$3�÷&#Qf���̀¦ ·ú� Ãº e����.��Ä» /BG���
_� �§	� /BG��� ���̂�� "f�Ð �§	� ���H �â
Äº��H {9�ìøÍ&h���� ~½ÓZO�

�̀¦ ��6 xK�"f 0A�©��̀¦ ì�r$3����H ��s	כ ~1�t� ·ú§��.ÕªaË> 4(b)\�
"f��Hs��Qô�Ç�â
Äº\�¦�Ð#�ÅÒ�¦e��Ü¼ 9,�:rë�H\�]jr��)a·ú��¦o�
7£§�̀¦��6 x����s�[þt_��FG&h�¢̧ô�Ç ú̧� ½̈½+ÉÃºe��6£§�̀¦·ú�Ãºe��

�� (�§	�/BG���s�"f�Ð�§	����Ht�&h�\�"f�FG&h��̀¦ ½̈½+ÉÃºe��
��). 7á§�8 {9�ìøÍ&h���� \V]j��H ÕªaË> 5\�"f �Ð%i���. #�l�\�"f��H
Ä»�� teapotõ� ¢̧ ���Ér��Ä»/BG���çß�_��§	�/BG����̀¦�Ð#�ÅÒ�¦
e��Ü¼ 9,s�[þt�§	�/BG����Ér Boolean operation\�"f�̧��6 x÷&#Q
|9�Ãºe���� (ÕªaË> 5(b)�ÃÐ�̧).

6. Úr
Òeµ

�:r �7Hë�H\�"f��H ��Ä»/BG��� çß�_� �§	�/BG����̀¦ ò́Ö�¦&h�s��¦ îß�&ñ


&h�Ü¼�Ð>�íß����H~½ÓZO��̀¦]jr��%i���.�§	�/BG���_� �̧��H ½̈$í

¦�\¹�èכ &ñ
SX���¦ ò́Ö�¦&h�Ü¼�Ð µ1Ï|
��l� 0A�#� �§	�/BG���_�

0A�©� ½̈�̧\�¦ì�r$3����H~½ÓZO��̀¦]jîß��%i��¦,s�\�¦0AK��§	�/BG
����̀¦ uv-î̈
����©�_�/BG���Ü¼�Ð�¦�9�#� u-~½Ó�¾Ó_��FG&h��̀¦>�íß�

(a)

(b)

ÕªaË> 5:Ä»�� teapotõ���Ä»/BG�����s�_��§	�/BG���

�%i���.�FG&h�õ��FG&h�ÅÒ���_�t�%i�&h�����§	�/BG����©�I�\�¦ì�r$3�
�<ÊÜ¼�Ð+�����̂�§	�/BG���_�0A�©� ½̈�̧\�¦ì�r$3��%i���. ¢̧ô�Çì�r
$3��)a0A�©� ½̈�̧\�¦l�ìøÍÜ¼�Ð����̂ �§	�/BG����̀¦ÆÒ&h����H~½ÓZO�

�̀¦]jr��%i���.

ḈÔ���+;³�

s� �7Hë�H\�"f ��6 x�)a ·ú��¦o�7£§�Ér s�Û¼��Ósq_� Technion\�"f
>hµ1Ï�)a _"to�×¼ �̧4Sqa�A r�Û¼%7���� IRIT [4]\� _�K� ½̈�&³÷&%3�
��. �:r ���½̈��H Israeli Ministry of Science Grant No. 01–01–
01509, Korean-Israeli binational research grantíß�� Korean
Ministry of Science and Technology (MOST),ô�Ç²DGõ��<ÆF�éß�3lq
&h�l��í���½̈õ�]j No. R01-2002-000-00512-0ü< No. R04-2004-
000-10099-0,Õªo��¦, 2004̧���̧�â
·¡¤@/�<Æ�§���½̈q�_�t�"é¶�̀¦
~ÃÎ��¤��.
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