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	요   약

 이 논문은 임의의 n 차원 공간에 존재하는 2차 manifold를 contouring하는 알고리즘을 제시한다. 여기에서는 n 변수로 이루어진 다항식이 (n-2)개 주어짐을 가정한다. 이는, 3차원 공간(n=3)에서 
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과 같은 다항식 1(3-2)개의  등위 곡면을 contouring하는 방식의 일반화라고 볼 수 있다. n 차원 공간에서 (n-2)개 다항식의 공통 해는 2차 manifold를 생성한다. Dual Contouring 테크닉을 일반적인 n차원으로 확장함으로써, 본 논문은 (n-2)개 다항식의 공통 해인 2차 manifold를 tessellate 할 수 있다. 논문에서 제시된 알고리즘은 data 가시화 분야나, freeform 물체의 기하 constraints를 다루는 많은 분야의 문제에 응용될 수 있다. 이 알고리즘은 또한, 볼륨 데이터나 다변수 데이터의 분석 뿐만 아니라 bisector나 sweep 과 같은 문제 등에도 응용될 수 있다. 본 논문에서는 이들의 예제를 몇 개 제시하고 있다.

	

	1. 서론

3차원 공간에서 scalar field 
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 가 주어졌을 때, 
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 의 등위 곡면을 구하는 문제는 implicit 곡면의 모델링 뿐만 아니라 볼륨 가시화 분야의 응용에서도 상당히 중요하다. 문제를 해결하기 위해 Marching Cubes 알고리즘이나 Dual Contouring 방법이 성공적으로 사용되어져 왔다[4,7,11]. 3차원 공간에서 등위 곡면을 구하는 문제는 3 변수로 주어진 1개 다항식의 zero-set을 구하는 문제로 볼 수 있다.

계산 과학이나 계산 공학 분야에 있어서 우리는 흔히 n변수로 이루어진 다항식의 집단을 동시에 풀어야 하는 경우가 흔히 있다:
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여러 개의 다항식의 해를 동시에 구하는 문제는 상당히 고전적인 문제이다. 하지만, 지금까지는 일반적인 형태의 
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가 주어졌을 때 공통의 해를 구하는 안정적이고 효율적인 알고리즘이 존재하지 않는다. 
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인 특수한 경우를 생각해보면, 이 문제는 두 implicit 곡면의 교차 곡선을 구하는 문제가 된다:
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SSI 문제(두 곡면의 교차 곡선을 구하는 문제)는 특히 기하 계산학 분야에서 가장 어려운 문제 중에 하나로 여겨지고 
	
	있으며, 이는 주어진 두 곡면이 parametric 곡면이거나 implicit 곡면인 경우에도 마찬가지이다[5]. 일반적으로 임의의 차원에서 주어진 여러 개 다항식의 공통 해를 구하는 문제를 해결하는 것은 매우 어려운 문제이다. 따라서, 이 논문에서는 Marching Cubes 알고리즘이나 Dual Contouring 테크닉과 같이 격자를 바탕으로 하는 알고리즘을 제시하고자 한다. 이런 접근 방식에서 다항식 해의 정확도는 알고리즘에 주어진 격자 크기에 의해 제한되게 된다.

이 논문에서는 다음과 같은 보다 일반적인 문제를 해결하고자 한다:
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즉, n차원 공간에서 (n-2)개 다항식의 공통 해를 구하는 문제를 다루고자 하며, 이 공통 해는 2차 manifold를 생성한다. 

  3차원 공간에서 각 cubic cell은 6개의 cubes와 면을 공유하면서 이웃 하게 된다. Dual Contouring 테크닉은 면을 공유하는 이웃 cube들과의 연결 관계를 이용해서 등위 곡면을 구해낸다. 일반적인 n차원 공간에서 n-cube(n차원 공간에서의 hyper-cube)는 (n-1)-cube를 공유하는 이웃 n-cube를 2n 개 가지게 된다. 따라서, 2n개의 연결 관계를 따지는 것이 일견 상당히 어려워보일 수 있다. 하지만, 놀랍게도 2차 

	manifold의 연결 관계는 n차원 공간에서도 3차원에서의 그것과 같이 간단한 구조를 가진다.

이 논문에서 주장하고자 하는 바는 다음과 같다: 일반적인 n차원에서도 2차 manifold에 포함되는 n-cube는 몇몇 degenerate 경우를 제외하고는 (n-1)-cube를 공유하는 4개의 n-cube와 이웃 하게 된다. 이러한 사실을 이용하면, 3차원 공간의 Dual Contouring 테크닉을 일반적인 n차원공간으로 확장해서 n차원에서 주어진 2차 manifold를 tessellation 할 수 있다.

n차원 공간에서 2차 manifold를 tessellation하기 위해서 Marching n-Cubes 와 같은 기법을 사용할 수 있다고 생각할 수 있다. 하지만, 일반적인 고차원 공간에서 Marching Cubes 기법은 Dual Contouring 기법보다 상당히 복잡해진다. 이는 n-cube가 
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개의 vertices와 
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개의 edges를 가지기 때문이다. 또한, 우리는 (n-2)개 다항식 
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 의 공통 해를 구해야 하므로, Marching Cubes 알고리즘을 n 차원 공간에서 생각하는 것은 매우 어려운 문제이다. 

본 논문은 다음과 같이 구성되어있다. 2절에서는 관련된 이전 연구에 대해 간단히 언급을 하고, 3절에서는 여러 개의 비 선형 다항식을 푸는 문제 2개를 예로 든다. 그리고 4절에서는 임의의 n차원 공간에서 2차 manifold를 tessellation할 수 있는 Dual Contouring 테크닉을 기술하도록 하고, 실험 결과에 대해서는 5절에서 보이도록 한다. 마지막으로, 6절에서는 논문을 결론짓도록 하겠다.

2. 이전 관련 연구

Marching Cubes 알고리즘[11]은 등위 곡면과 3차원 cube edge와의 교차 점을 생성함으로써 등위 곡면을 tessellation한다. 그리고, Extended Marching Cubes 알고리즘[9]에서는 등위 곡면의 날카로운 부분을 표현하기 위해서 3차원 cube의 내부에 점을 추가하기도 한다. 하지만, 이들 알고리즘은 차원이 비교적 높은 경우 사용되기에 적절하지 못하다. 이는, 차원이 높아질수록 고려해야 할 vertices와 edges의 개수가 기하급수적으로 증가하기 때문이다. 따라서, 기하급수적으로 증가하는 vertices와 edges들의 상호 관계를 고려해야 하는 Marching Cubes 알고리즘과 그 확장 알고리즘들은 n차원 문제에 적용하기 힘들다. 

Dual Contouring 방법은 면을 공유하는 cubes 들 간의 연결 관계를 기반으로 등위 곡면을 tessellation한다. 이 방법과 Marching Cubes 알고리즘과의 dual 관계는 tessellation된 삼각형에서의 dual 관계에 기인한다. n차원 공간에서는 이와는 다른 성격의 dual 성질을 살펴볼 수 있다. 즉, 주어지는 constraints 다항식의 개수가 많을수록 이들 constraints 의 공통 해가 생성하는 공간의 차원은 줄어든다는 것이다. Marching Cubes 알고리즘은 constraints 다항식과 n-cube의 관계를 다루지만, Dual Contouring 방법은 constraints 다항식의 공통
	
	해가 생성하는 공간을 다룬다. 이 논문에서는 constraints 다항식이 생성하는 해 공간을 다루고 있고, 이 공간의 차원은 상대적으로 낮기 때문에 Dual Contouring 방법을 사용하는 것이 보다 효율적이고 적절하다. Marching Cubes 알고리즘은 많은 변수로 이루어진 적은 개수의 constraints 다항식을 다루는 문제에 있어서 보다 적절히 사용될 수 있을 것이다.

Lane 과 Riesenfeld[10]는 일 변수 함수의 해를 구하기 위해서 Berstein-Bezier basis함수의 subdivision에 기반 한 알고리즘을 제시하였다. Nishita et al.[13]은 이 변수 함수 두 개의 공통 해를 구하기 위한 효율적인 알고리즘으로서 Bezier clipping 테크닉을 소개하였다. 다 변수 함수에 대해서는 Sherbrooke와 Patrikalakis[17]가 Berstein-Bezier 형태로 주어진 여러 개 다항식의 공통 해를 구하는 알고리즘을 제시하였다. 하지만, 이 연구는 다항식의 개수와 변수의 개수가 동일한, 즉, 공통의 해가 0차원의 해(점)을 형성하는 경우에 국한되어있다. 

Sederberg와 그의 동료들은[15,16] normal cone과 surface bounding cone의 개념을 처음 소개하였는데, 이들은 두 곡면의 교차 곡선이 단 하나의 branch만 가짐을 보장할 수 있다. Elber와 Kim[3]은 높은 차원에서 다항식의 공통 해를 구하는 문제를 implicit hyper-곡면을 교차 시키는 문제로 인식하고, 위의 개념들을 고차원에 적용함으로써 다항식의 공통 해를 구하고 있다.

Hyper-곡면의 bounding cones으로 implicit hyper-곡면들이 주어진 도매인 상에서 서로 교차하고 있으며, 교차점은 단지 하나의 component를 가지고 있음을 보장할 수 있다. 일단 이 조건이 만족되고 나면, 해당 도매인에서는 단순한 subdivision을 사용해서 공통 해의 집합을 효율적으로 구할 수 있다. Elber와 Kim[3]은 점으로 표현되는 해의 집합을 hyper-곡면으로 fitting해서 주어진 다항식 해 공간을 근사하고 있다. 이 논문에서는, 따로 떨어져서 점으로 존재하는 해의 집합을 연결하여서 정확한 위상을 갖는 해 공간을 얻어내는 방법을 다루고 있다. 이러한 연결 정보는 해 공간을 근사 하는데 있어서 전체적인 곡면을 fitting 하는 방식이 아니라, 국지 refinement를 사용할 수 있으므로 보다 정확히 근사 할 수 있다.

3. Geometric Constraint Solving

상당 수의 기하 문제는 여러 개의 다 변수 다항식의 공통 해를 구하는 문제로 바꾸어 생각할 수 있다. Kim과 Elber[8]는 기하 constraints를 다루는 문제를 여러 개의 비 선형 다항식을 동시에 푸는 문제로 바꾸어 생각할 수 있는 일반적인 패러다임을 제시하였다. 이 절에서는 이 논문의 동기가 되는 몇 개의 예제를 제시하도록 하겠다.



	3.1. Bisector 계산

평면에서 두 rational 곡선 
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의 bisector를 구하는 문제를 생각해보자. Bisector위에 있는 모든 점 
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는 두 곡선에서 같은 거리만큼 떨어져 있어야 하며, 따라서 다음의 식들을 만족한다:
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이 문제의 경우에는 다항식의 변수가 4개이고 주어진 다항식은 3개이다. 따라서, 선형인 두 변수 
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와 
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를 제거함으로써 다음과 같은 이 변수의 다항식 하나를 얻을 수 있으며:
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-평면에서 곡선을 생성한다 [1]. 
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을 만족하는 모든 점 
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에 대응하는 점 
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는 두 선형 식 (1) 과 (2)를 이용해서 구할 수 있다.

비슷한 방식으로 두 rational freeform 곡면 
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사이의 bisector를 구할 수 있다. 두 곡면의 bisector를 구하는 문제의 경우에는 4개의 변수를 가지는 다항식 두개의 공통 해를 구하는 문제로 바꾸어 생각할 수 있다:
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그림 1이 두 freeform 곡면 사이의 bisector를 보여주고 있다.
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[그림1] 두 freeform 곡면 사이의 bisector 곡면(회색 곡면)

2.2. General Sweep 계산

Freeform 곡면 
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라고 하고, affine 변환 행렬 
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3차원 물체 
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가 affine 변환 행렬 
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에 의해 sweep 된 볼륨은 
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를 만족할 때, sweep된 볼륨은 두 곡면 patches, 
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 와 다음의 식을 만족하는 점 
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들의 집합으로 이루어진다:
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그림 2는 3차원 물체를 sweep한 예제를 보여준다. Joy와 Duchaineau[6]는 sweep된 볼륨의 경계 곡면을 구하기 위해서 3차원 
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공간에서 Marching Cubes 알고리즘을 사용하였다. 보통 envelope 곡면은 
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공간 보다 
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xyz

공간에서 더 복잡한 구조를 가진다. 따라서, 이 문제는 본 논문에서 제시하는 것과 같이 변수 공간(
[image: image45.wmf]-
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공간)에서 다루는 것이 훨씬 쉽다.
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[그림2] Linear trajectory를 따라서 움직이는 ellipsoid의 sweep

4. 2차 Manifold 해의 Contouring

여러 개의 다 변수 다 항식이 B-spline 함수로 주어질 때, 이들 함수들의 공통 해를 포함하는 n-cubic cell 들은 B-spline 함수들을 재귀적으로 subdividing해서 구할 수 있다. 어떤 주어진 n-cubic 도매인에서 함수의 control point 부호가 모두 양수이거나 모두 음수이면 해당 n-cubic cell은 주어진 다항식들의 공통 해를 포함하지 않게 되고, 따라서 다음 단계의 subdivision에서는 제외된다. Subdivision 과정은 미리 주어지는 최대 단계까지만 진행되거나, 또는 공통 해가 생성하는 2차 manifold가 2 변수에 의해서 변수화가 잘 되는 

	단계까지 진행된다. (3차원 공간에서 곡선은 
[image: image47.wmf]x

축과 
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45

를 이루기 전까지는 변수 
[image: image49.wmf]x

에 의해서 변수화가 잘 될 수 있으며, 2차 manifold의 경우에도 이러한 성질을 이용한다.) Subdivision 과정이 끝나고 나면, 2차 manifold는 같은 크기를 가지는 n-cubic cell들의 집합에 완전히 포함된다.

주어진 다항식의 공통 해를 포함하고 있는 각 cell에서 그 중심 점은 2차 manifold에 투영되고, hyper-면을 공유하는 이웃한 n-cubic cell과 연결된다. 만약 이웃한 cell의 개수가 4개이면 쉽게 연결할 수 있다. 하지만, 2차 manifold가 hyper-면을 지나지 않고 해당 cell의 vertex나 edge, 또는 
[image: image50.wmf])
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 을 지나는 경우가 생길 수 있다. 이런 경우에는 n-cubic cell이 4개 이상의 이웃한 cell을 가진다. 이는 B-spline의 subdivision과정이 n-cubic 도매인을 때로는 과하게 지니고 있기 때문이다. 따라서, 생성되는 2차 manifold 는 약간 두껍게 생성될 수 있다. 본 논문에서 제시하는 알고리즘은 이렇게 불필요한 n-cubic cell을 제거하기 위해서 2차 manifold의 접 평면을 고려해서 연결한다. 즉, cell 내부의 2차 manifold 위의 점에서 2차 manifold로의 접 평면을 구한 뒤, 이웃한 cell에서의 접 평면이 이와 유사한 경우에만 두 cell을 연결하게 된다. 이 때, 2차 manifold의 접 평면은 각 다항식의 노말 벡터, 
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에 의해서 생성되는 노말 공간에 수직인 두 벡터에 의해서 결정된다. 여기서 
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은 cell 내부에 존재하는 2차 manifold위의 점이다. 

이 때, 노말 벡터들이 (n-2)차 공간을 형성하지 못하고 그보다 낮은 차원의 노말 공간을 생성하는 경우에는 다항식의 해 공간이 3차 또는, 그 이상의 차원을 가지는 공간을 생성하게 된다. 이런 degenerate 경우들을 안정적으로 처리하는 것은 매우 어렵다. 이와 유사한 경우로서 거의 일치하는 두 곡면의 교차 곡선을 구하는 경우를 생각해 볼 수 있다. 현재 존재하는 모든 상업용 SSI 소프트웨어 또한 이러한 경우를 제대로 처리하지 못하고 있다. 하지만, Dual Contouring 접근 방식은 이런 어려운 경우에도 
[image: image54.wmf]2
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인 
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-차원 constraint manifold를 구하는데 있어 상대적으로 안정적이다. 일반적으로 
[image: image56.wmf]k

-차원 접 공간이 2차 manifold를 구하는 경우에 있어 접 평면과 비슷한 역할을 하게 된다.
5. 결과
그림 3은 freeform 곡면과 평면 사이의 bisector 곡면을 보여주고 있으며, 이는 식 (4)를 풀어서 생성한 것이다. 그림 3이 보여주는 bisector 곡면은 그림 1의 그것에 비해 가장자리 부근에서 거친 모습을 보이고 있다. 이는 그림 1에 보여지는 bisector 곡면이 연결되지 않은 해(점)의 집합을 곡면으로 fitting해서 얻어지는 것이기 때문이다. 따라서, 근사된 곡면은 부드럽지만, 이 논문에서 생성된 결과에 비해 정확하지 못한 결과이다. 곡면의 곡률이 커지게 되면, Bisector 곡면이 self-intersection을 가질 수 있으며, 그림 4가 그와 같은 경우를 보여주고 있다. 3차원 물체가 sweep된 볼륨의 경계 곡면도 본 논문에서 주어진 방식으로 구해질 수 있다. 그림 5는 ellipsoid가 open trajectory를 따라서 그 모양과 방향이 변하면서 sweep되는 볼륨의 경계 곡면을 보여준다. 이는 본 논문에서 제시된 방법을 사용해서 구해졌으며, 식 (5)를 풀어서 구해진 것이다. 

6. 결론
  논문에서 저자는 n 차원 공간에 존재하는 2차 manifold를 tessellation하기 위해서 Dual Contouring 테크닉을 쉽게 확장 할 수 있음을 보였다. n 차원으로의 확장은 놀랍게도 상당히 간단하며 쉬웠다. 본 논문은 또한 주어진 방법이 기하 모델링이나 constraint를 푸는 많은 문제에도 적용될 수 있음을 실험을 통해서 보였다. 향후 연구에서는 보다 일반적인 
[image: image57.wmf]k

차 manifold, 
[image: image58.wmf]1
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에 대해서 다루도록 하겠다. 이런 일반적인 경우에 대한 연구는 이 논문에서 언급되었던 몇몇 degenerate 경우를 처리하는데 큰 도움이 될 것이다.
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[그림3] Freeform 곡면과 평면 사이의 bisector 곡면
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[그림4] Freeform 곡면과 평면 사이의 bisector 곡면: Singular 경우
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[그림5] Ellipsoid의 sweep
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